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Lambertova W funkce Definice

o Lambertova W funkce je definovana jako inverzni relace k funkci
z="f(w)=wexp(w), weC

(f neni prostd na C). P¥esngji, existuje spotetn& mnoho v&tvi W, k € Z, p¥icemz
plati: jestlize z, w jsou dana komplexni &isla, pak

z=wexp(w) <= w=W(z) prong&aké k € Z.

o Vétev Wy se nazyva hlavni vétev.

o Vétve jsou zavedeny tak, abychom méli konzistentnost s komplexnim logaritmem

log,(z) = In(|z|) +iArg(z) +i2kn, z#0, —7w<Arg(z)<m
—_——
Log(z2)

(periodi¢nost podél imaginarni osy je disledkem exp(w) = exp(w+i2km)). Zaporna
redlna poloosa R™ predstavuje ,branch cut" a plati

log,(R7)={w e C:w=x+i(l+2k)r, x€ R}
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Lambertova W funkce Definice

Hi 4 poznamka

Typicks aplikace
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== iam W9 s —exp(—1)
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o Jaké k¥ivky oddé&luji obory hodnot vétvi? Je-li w = >1<+ iyoa z :1 &+ i:;, pak 3rovnice
f(w) = wexp(w) = z ptejde na tvar
(x +iy)exp(x +iy) = (x +iy) exp(x)(cos(y) + isin(y)) = £ +in
a porovnanim redlnych (resp. imagindrnich) &asti mame
§ = exp(x)(x cos(y) — ysin(y)),
1 = exp(x)(xsin(y) + y cos(y)).
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Lambertova W funkce Definice

Vezméme ,branch cut" stejn& jako u funkce log, tj. divejme se na obrazy zdporné
redlné poloosy. Tedy kdyZz n = 0, pak y = 0 nebo x = —y cotg(y). Pokud navic
x cos(y) — ysin(y) < 0, pak funkce f skutetn& zobrazuje k¥ivky do zdporné redlné
z-osy. Shrnuto, kFivka, kterd separuje Wy od W1 je

{—ycotg(y)+iy: —m <y <},
W1 od W_; pak &ast redlné osy ¢ < —1, zbyvajici vétve
{—ycotg(y) +iy:2knm < £y < (2k+1)7}, k=1,2,...

@ Zadnou vétev nelze vyjad¥it pomoci elementdrnich funkci v uzavieném tvaru, ale
jsou znamy riizné nekoneéné rozvoje.

@ Vé&tSina podstatnych vlastnosti v [Corless et al., 1996], viz také [Mez8, 2022].
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Lambertova W funkce Definice

Historickd pozndmka

Typicks aplikace

o [Lambert, 1758]
x"+ px = q, m € N.
(Redlné) YeZeni ve tvaru Yady:

g q mq 7m3m_1q3m—2
p pm+1 p2m+1 2 p3m+1

Unde limites radicis
‘x Ligip A
xP>gip—qp *
L x dqip—gipB2g g — gty
Coxp g:p—¢':p b 20’ 9 —50':p" H6g° P’—Gq ,"
B4t — it

[

&c.
o Lambert se k uloze vrétil v roce 1770 a odvodil také mocniny ¥eSeni ve tvaru fady.
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Lambertova W funkce Definice
Historickd pozndmka

Typicks aplikace

o [Euler, 1779] Vy%el z rovnice x = x™ + g a transformoval ji (x = x#, m = a/B,

q=(a—B)v) na

ReZeni a jeho mocniny ve tvaru ¥ady:

x" = 1+nv+%n(n—&—a—i—,@)vz—&—%n(n+a+2ﬁ)(n+2a+,@)v3
1
+ﬂn(n+a—|—3,3)(n—|—2a+2,3)(n—|—3a+ﬁ)v4+---

@ Poté se zabyval otdzkou, co se stane pfi o = 8, pFesngji

a _ (B
% s S In(x) = vx** = In(x) = vx* = In(x*) = avx®
o —

Substituce y = x® a u = av davaji

In(y) =uy = y=-exp(uy) = yexp(—uy) =1 = wexp(w) = z|lw=—uy, z=—u
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Lambertova W funkce Definice
Historickd pozndmka

Typicks aplikace

¢ cognomine appellare liceat illam . maxime memord-
Bilent feriem, qua vir acutiffimdi imgenii Lamberius radices
aequationum trinomiialivay primug exprimere  docuit im
Adorim Heluetieorund Volum:. 111, Haec antem: feries, {i
¢ius elements parwmper fmmutentur, fequenti forma re-
praefentari poteft
S§= r+nv’+ (- o - B) o”
e I = 2 BY (7 5 w-8) v°
g 2 ny a3 8) (n 2a-28) (043 b B
—‘-l,—' l.itCsa
cwins feriei famma S ita- pendet a refolutione huius aequas,
tionis trinomialis ¢
80— x® = (@ B v &%+ v fit S=a"

o Dva nazory, prot ne Eulerova, ale Lambertova funkce: 1) Euler si Lambertovych
vysledkd vazil. 2) nenf nikterak uZite&né mit dal3i funkci pojmenovanou po Eulerovi.

@ Prot W? 1) Jeden z pionyrskych &ldnku o transcendentni rovnici wexp(w) = z
skute¢n& znadi promé&nnou w [Fritsch, Schafer & Crowley, 1973], implementace
v Maple (G.H. Gonnet), velkd pismena funkci (W); 2) symbol je vhodny i jako
pocta E. M. Wrightovi (odvodil nejednu vlastnost Lambertovy funkce).
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Lambertova W funkce Definice
Historicka pozndmka

Typicka aplikace

@ Pomoci W lze snadno Fesit rovnice typu xe* = a, xb™ = a, " =b a=x+b aj.
@ Zakladni (testovaci) zpozd&nd ODR

X' (t) = Mx(t — 1), T7>0, e C\{0}. (1)
Regeni hledame ve tvaru x(t) = exp(st). Dosazenim do rovnice méme
sexp(st) = Aexp(s(t — 7)) = Aexp(st)exp(—sT) /:exp(st)
@ Charakteristicka rovnice
s—Aexp(—s7) =0 & s=Xxexp(—sT) & Tsexp(sT)=TX\

Posledni rovnice ma nekone¢né mnoho ¥eseni

1 ) B oo
Sk = ;Wk()\’r), kez, = x(t)= Z ck exp(skt).

k=—o0

o Otdzka stability: Rovnice je AS < Re(sk) < 0 pro kazdé k € Z.
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Lambertova W funkce

Definice
Historicka pozndmka

Typicka aplikace
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W, (—0.5+0.2i), k € Z

@ [Shinozaki & Mori, 2006] Re(Wik(z)) < Re(Wo(z)) pro kazdé k € Z a kazdé z €

Wi(—15), k € Z

C\ {0} (také [Nishiguchi, 2016]). Z hlediska stability tedy staci lokalizovat s;.

o Symetrie:
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Wi (E)
Wk(z)

W,k(z),
W_k11)(2),

Vk € Ng, Vz € C mimo , branch cut”;
Vk e No, VzeR, z< —1/e.




Lambertova W funkce

4 poznamka

@ Rovnice (1) je AS «—
A < |Arg(>\3-\ — 7r/2_

@ Standardné se dokazuje metodou D-dekompo-
zice (boundary locus). Myslenkou je dosadit

s=iw, weER]

Im
do charakteristické rovnice s — X exp(—s7) = 0,
tim odhalime hranici oblasti stability v A-roving.

Re @ Druhou moZnosti je metoda Laplaceovy trans-
formace (v&ta o kone¢né hodnotg).

o Jako alternativa se nabizi Lambertova W

funkce, je v8ak potteba ,rozklitovat” podminku

Sy = %WO(AT) < 0.
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Podminky pro odhad redlné a imaginarni &asti Wo
Nové vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomk erz

Asymptof

Necht p,g e R, p> —1,0< g<mazeC)\{0}. Pak
o Re(Wo(z)) < p < bud |z| < pexp(p), nebo

PEXP(P)> . 2|2 — p? exp(2p)

] op(p) el

|z| > |p|exp(p) a arccos( ;

o [Im(Wo(2))| > g —

|Arg(z)[ > q

A acore(Are()] ~ ) < 2.

o Klitovy krok diikazu: Pokud xx := Re(Wk(z)), yx := Im(Wi(z)), z € C\ {0}, pak
(X, yx) Yesi soustavu

xexp(x) = |z| cos(Arg(z) — y),
y exp(x) = |zsin(Arg(z) — y) .

@ Alternativni podminka k ,arccos” v 1. v&tvi odvozena d¥ive v [Nishiguchi, 2016].
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Podminky pro odhad redlné a imaginarni &asti Wo
Novd vlastnost Lambertovy W funkce Aplik na zlomk erzi lohy

Asymptof

o Jiz vime, Ze so = Wo(AT)/7 a (f) je AS, pravé kdyz Re(so) < 0. Stadi tedy poloZit
z=TXa p=0v podmince

arccos <peXp(P)) + ‘Z|2 — p2 exp(2p) < ‘Arg(z)‘

|z exp(p)

’

&¢imz ihned dostaneme

us

| Arg(A)| — m/2
2 T ’

+ 7IA < [Arg(TA)] = [Arg(X)

ot A<

L. Nechvatal Jeden (ne dplné& tradi¢ni) pohled na Lambertovu W funkci



Podminky [ dhad redIné a imagindrni &sti W

Nové viastnost Lambertovy W funkce Aplikace na
Asymptoticky \

o Otdzka stability/asymptotiky rovnice
(cD*x)(t) = xx(t—7), t€R", a>0,7>0 xecC\{0} (#)
(poprvé studovana v [Chen & Moore, 2002]),
(cD%g)(t) :== (I"*g™)(t)ds, meN:m—-1<a<m,

je Caputova zlomkovd derivace funkce g (Fidu o > 0) [Diethelm, 2010], I? je
zlomkovy integralni operator ¥adu f > 0 definovany
6 I p-1
(I7h)(t) := —/ (t —s)" "h(s)ds.
r(B) Jo

Pro n € N a funkci h integrovatelnou na (0, T) plati

I"h)(t) = (I'T'...I' h)(t), Vt T).

(I"h)(6) = (", L h)(t), Ve (0,T)

nx

L. Nechvétal Jeden (ne dplné& tradi¢ni) pohled na Lambertovu W funkci



Podminky pro odhad redIné a imagindrni &asti W

Novd vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy
Asymptotic edek

o NezpoZdény ptipad: () je pro 7 =0 AS < |Arg())| > ?.
o Laplaceilv obraz rovnice
Im m T
o S*Z{xH(s) = D st xITR0) = AL {xs),
2 =t
2 - j— Sa_j
L{x3(s) = 2_x"0) -
Re j=1
—();—W o (Dvouparametrickd) Mittag-Lefflerova funkce
Eun.(z) = —_ v >0
H, (Z) Jgo r(IJ'_] +l/) w, v
LT L, (O t* _
{7 B AHE) = S

@ Obecné Feleni rovnice (#)

x(t) = cEai(AtY) 4+ @tEqa(At*) + - + cnt™ 'Eam(At*), ¢ € C.
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Podminky pro odhad redIné a imaginarni &asti W
Nov3 vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy

Asymptoticky vysledek

o [Podlubny, 1998] Necht 0 < p < 2, v € R a pun/2 < r < min{m, um}. Pak pro
jakékoliv n € N plati

n —k
z —1—n
E..(z)= ,Z T = pk) +0(z]7"7") pro|z| = o0, r<|Arg(z)| <,
k=1

pro |Arg(z)| < r je napravo navic &len z'F)/F exp(z1/*) /a.

o Disledek: V oblasti stability (tj. pro |[Arg()\)| > am/2) plati pro kazdé FeSeni x
rovnice (4) (p¥i T =0)

x(t)=0(t™) pro t—o0 a 0<a<l;
x(t)=O(t'"™®) pro t—oo a l<a<?2.

Mimo uzavér této oblasti je rovnice nestabilni a rychlost riistu feseni je exponencialni;
na hranici jsou pak Fedeni ohranitena (rovnice je S, ale nikoliv AS).
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Podminky pro odhad redlné a imaginarni &asti W

Nov3 vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy
Asymptoticky

@ Oblast stability Ize také ziskat z charakteristické rovnice s* — A = 0 vzhledem k levé
komplexni poloroving (Re(s) < 0):

s*=X & |s|%exp(iaArg(s)) = |A exp(iArg(X)) = Arg(s) = éArg(A).

V tomto smé&ru se nabizi v&ta o kone&né hodnoté& Laplaceovy transformace, ale
pozor!

Véta o koneéné hodnoté&

Necht #{f} nemd 23dné singuldrni body v uzavFené pravé komplexni poloroviné
s pFipadnou vyjimkou jednoduchého pdlu v po&atku. Pak existuje lim:—.o f(t) a plati

lim f(t) = slirg+ s.Z{f}(s).

t—oo

Laplacelv obraz rovnice (#) nespliiuje predpoklady véty, je tedy potfeba dodatetny

s

argument (,,iracionaIni" verze véty, vlastnost Wienerova—Tauberova typu aj.).
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Podminky pro odhad redIné a imaginarni &asti W
Nov3 vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy
k

Asymptotic

° ,,Uplny“ p¥ipad (zlomkovy i zpoZdé&ny): Charakteristickd rovnice ma nyni tvar
s* — Xexp(—7s) =0

a opét se zajimame, jakou podminku musi spliiovat ), aby vSechny charakteristické
koFeny si leZely v otevfené levé komplexni poloroviné. Upravou rovnice mame

1>\1/o¢.

s“exp(Ts) =X — sexp(zs>:>\1/a — Isexp(zs):
a a a a

@ Pozor, v pfipad& komplexni mocninné funkce obecné& neplati
a\b ab
(z%)° = z*".

VyZe uvedend tprava je korektni, pokud |Arg()\)| < am. Tato nerovnost je splnéna
trivialng, kdyz o > 1.
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Podminky pro odhad redlné a imaginarni &asti W

Nov3 vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy
Asymptoticky

o Pro o > 1 tedy miZeme kofeny s charakteristické rovnice psat ve tvaru

sk = %Wk (g,\l/a) . ke

pexp(P)) |z|> — p? exp(2p)

eProp=0az="7\av arccos( 2] oxp(p)

< |Arg(2)|

ihned mame

T4 I\A\l/a < )Arg (IAUQ)‘ _ 1 |Arg(N)], e, [A< (_\Arg()\)\ — a7r/2> .

2 a a T
am Alm
2

%7 @ MnoZina vSech A € C spliiujici posledn{
- nerovnost je oznagena '".
\ @ Rovnice (#) is AS < X € Q7.
B <7r—oz1r/2>°‘
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Podminky pro odhad redIné a imaginarni &asti W
Nov3 vlastnost Lambertovy W funkce Aplikace na zlomkovou verzi tlohy

Asymptoticky v k

@ Obréazek odpovidd a =1.2a 17 =1.
3

Modré kfivky reprezentuji mista vSech A € C takovych, Ze kofen sy rovnice
s% — Aexp(—7s) = 0 m3 stéle stejnou redlnou &ast, oranZové k¥ivky pak mista viech
X € C, které davaji sy se stejnou imaginarni &asti (v absolutni hodnotg&).
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Nova vlastnost Lambertovy W funkce

Asymptoticky vysledek

Véta [CKN, 2023]

Necht > 1, 7>0a X €eC.
o Jestlize A € Qf'", pak kaZdé Feseni x rovnice (&) splriuje
x(t) = O(t'"®) pro t— co (a rychlost poklesu nelze zlepsit).
o Jestlize A ¢ Q5'", pak kaZdé FeSeni x rovnice (#) splriuje
x(t) = exp(uot)(cexp(iwot) + o(1)) pro t — oo,

kde c je n&jakd komplexni konstanta, uy > 0 je (jednoznaé&né) FeSeni rovnice

2/ _ 4,2
o arccos (uexp(Tu/a)> + VIl u? exp(2Tu/o)

| A/ exp(Tu/a) = |Arg(A)],

vo > 0 je (jednozna&né) FeSeni rovnice

ch

proee ((|Arg(>\)\ — TV)/(X) exp(Tvcot((|Arg()\)\ — 'rv)/oc)) = |\l

pokud |Arg(X\)| > 0, a vo = 0, pokud Arg()\) = 0.
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o realné a ir i &sti Wy
Nov vlastnost Lambertovy W funkce / a zlomk erzi (lohy

Asymptoticky vysledek

o Refenf Ize napsat pomoci ,zpozdéné" Mittag-Lefflerovy funkce

[t/71-1 ; - \oj+B—1
N(t — jr)*P
GM(t) = — a, B >0.
o [CK, 2019] Jestlize ¢ : (—7,0) — C je spojita potatetni funkce, ¢o = $(0) and ¢;,
j=1,...,[a] —1, jsou (komplexni) konstanty (ty uvaZujeme pokud o > 1), pak
[a]—1

0
Z G, (1) 1 GAT(t— 7 — £)p(&) de

je YeZeni (&) spliujici x(t) = ¢(t) pro kazdé t € (—,0), a

lim xY(t)=¢;, j=1,...,[a] 1.

t—0t
@ Metoda Laplaceovy transformace umoziiuje ziskat asymptotiku funkci Gg:g, coz
implikuje
= Z cs exp(st) + O(™*) pro t — oo,
seS

kde S je mnoZina kofeni charakteristické rovnice s nezdpornou redlnou &asti.
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narni &asti Wo

Nova vlastnost Lambertovy W funkce

o x(t) = O(exp(uot)) pro t — oo a kaZdé YeSeni x rovnice (#) (konstanta up je
nezlepsitelnd).

@ Oscilace redlné a imagindrni &asti FeSeni x se blizi k oscilacim cos(wt) a sin(vot)
(vzdalenost dvou po sob& jdoucich ko¥eni FeSeni x konverguje k 7/vo).

Priklad. UvaZujme (4) proa =12, 7 =1a XA = —3 + 0.1i s potdte&ni podminkou

$(t)=1prote (—7,0), limesos x'(t) = 0. V tomto p¥ipadé je uy &~ 0.4917,

vo &~ 1.5844:
15 2 T T T T T T T T T T
d o " e distance between the subsequent roots
1.99 | PR limit distance 7/vo 1
.
1 > %
l 199 . [ 1
0
. .
05 1.985 . * 1
o o
. ‘\_/"
198 B 1
0 .
.
1975 A 1
D
—05 197 o 1
o
o
1965 [ 0 1
1 o
196 € g
t ° n
15 I | | | 1.055 . . . . . . | | | |
0 50 100 150 200 250 0 10 2 30 40 5 60 70 8 9 100 110
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Standardni postupy

ealné aritme
Numerické hledisko

@ Pro dané z € C\ {0} a k € Z chceme numericky vyé&islit hodnotu wi, = Wi (z).
Cislo podminé&nosti (pomér relativnich chyb vystupu a vstupu):

zZW'(2)

W(z)

B 1 oy W(z) 1
@ YOm0

lhned vidime, Ze vypolet wi je $patné podminénou ulohou pro k = 0, +1 v okoli
z = —1/e (,branch point"), kde Wy (z) &~ —1. Neni problém v okoli z = 0, to je
ale jenom proto, Ze sledujeme relativni chybu.

Cr

o Lagrangeova vé&ta o inverzi (Lagrangeiv—Biirmanniv vzorec): Je-li z = f(w) funkce
analytickd v bod& wy a f'(w) # 0, pak existuje okoli bodu wy, na kterém m3 f
inverzi f . Tato inverze je analytickd v bodé& zy = f(wo) a plati

_ > dn—t w — wp "
fi(z) = Iz —2)", kde a,= I
(2) W0+;n!(z )", e a wmvodwnfl[(f(w)—f(WU)) ]
Diky tomuto tvrzeni |ze snadno odvodit, Ze v okoli po&atku plati
el n—1
—n ) 3 8 125 1
WO(Z):Z%Z :zfz2+§z3f§z4+ﬁzsf..., rfg.

n=1
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Standardni postupy
I le

t& redlné aritmetice?

Numerické hledisko

Nap¥.

3
2

8

0.091277 = W,(0.1) ~ 0.1 — 0.12 + 20.1° — 50.14 = 0.091233

o Padého aproximanty Wy v okoli po&atku

z
[1/0Wwe(2) = 2. 11/1hwe(2) = 12—,
z+ 1722 z+4 22
2/1 = 2, [2/2 =—3
2/1h@) = T R/ = 2
0.091277 = Wp(0.1) ~ [2, 2], (0.1) = 0.091275.
@ V okoli bodu z = —1/e je situace sloZit&j&i, vyuZiva se ¥ady
W()—i S N S R =2
OZ—‘O[J,JS— S 3S 725 ...S:\/m, r = ,
j=
i—1(nu v, Vi K -
- j—2 | Vj-2 i -1
=L o (B2 ) T = 1 =2 = 1.
K j 1<2 + 4> 5 e Vi ZZZZMULJHZ,I/O %)
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& redlné aritmetice?

Numerické hledisko

Pro W_; a Im(z) > 0 (resp. W1 a Im(z) < 0) bereme s = —/2(ez + 1).

o Jak se ziska? PiSeme-li W(z) = —1+p(z), pak pro z blizké —1 /e je p(z) , malé". Do-
sazenim do W/(z) exp(W(z)) = z dostaneme ez = (—1+ p(z)) exp(p(z)), a protoze
p(z) je malé, exp(p(z)) =~ 1 + p(z). Ndhradou v posledni rovnosti tedy mame

s°(2)

> @z = s(z) =Ev2Aez +1).

@ Odvozeni rekurentnich vztahi je zaloZeno na rovnosti

ez=p’(z)—1=

25(2)W(z) = (5 gz) - 1) iu +W(2))2

Nap¥.

1 11
—0.716639 = Wy(—0.35) ~ —1 + 0.3118 — §0.31182 + 7—20.31183 = —0.715975.
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Standardni postupy
I

inotu Lambertovy funkc t& redlné aritmetice?
Numerické hledisko Seni (redlné)

@ Prodané z € C\{0} hleddme (numericky) YeSenfi rovnice g, (w) = wexp(w)—z = 0.
@ Halleyova metoda (konvergence je pro ,,dobré funkce” v blizkosti kofene kubick3):

(- 5)"

Wj+1 = Wj —

Pro g, ma tvar

w; exp(w;) — z
(w; +2)(w; exp(w;) — z)
2w; + 2

Wjt1 = Wj —

exp(w;)(w; + 1) —

e m (oo ()"

W(2) = log,(z) — Logllog, (=) + 3_ Y {7 7| 0 el

m!

kde [:] je Stirlingovo &islo prvniho druhu bez znaménka (v absolutni hodnotg), nap¥.
- _ _ a2y 4 3 2
(x)a == x(x —1)(x = 2)(x — 3) _\l/x \6/x +\1ix \6/x

[ [: B 1]
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Standardni postupy
Lze vyg&islit notu Lambertovy W funkce v &ist& realne aritmetice?

Numerické hledisko /i ( Seni (redlné) transcendentni ro

f.(p) = arccos (pelx;(p)> n \Z\txszpe)xp@p)'

kde p je redlnd promé&nnd, z € C\ {0} je parametr.
o Jestlize |z| > 1/e, pak D(f;) = (—oo0, Wo(|z|)).
o Jestlize 0 < |z| < 1/e, pak

D(f.) = (=00, W-1(—|z])) U (Wo(

(I2[))-

@ Pro jakékoliv z € C\ {0} je obrazem defini¢niho oboru funkce f; interval (0, 00),
pri¢emz
im fp)=oo & £(We(l2]) =
Je-li |z| > 1/e, pak f; je spojitd a klesajici funkce na celém D(f;), je-li |z| < 1/e,
pak f; je spojita a klesajici na obou intervalech defini¢niho oboru a f,(W_1(—|z|)) =

f(Wo(—|z|)) = 7. Navic, f, md v bod& Wy (|z|) nevlastni levostrannou derivaci —oco
(v pfipadé |z| < 1/e také v bodech W_i(—|z|)) a Wo(—|z|)).
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Standardni postupy
Lze vy&islit hodnotu Lambertovy W funkce v &ist& redlné aritmetic

Numerické hledisko Wi

9 8
8 1 7 |
7 ] 6L 1
6 ]

5r 4
5 ]

41 ]
4 ]

3t £ 1
3 ]
2 . 2r 1

Wo(lz]) L Wal=lzD)i - Wa(-2)) Wo(lz]) |
: /] N
92 -15 -1 —0.5 0 0.5 1 (13 -25 =2 -15 -1 —0.5 0 0.5 1
|z =1 |z| =0.3
UvaZujeme-li nyni rovnici
f.(p) = |Arg(z) + 2km|, k €7, (v)

pak vy3e uvedené vlastnosti implikuji, Ze (¥) ma (pro libovolné z € C\ {0}) jediny
koFen pyi - aZ na pfipad, kdy |z| < 1/e, Arg(z) = 7 a k € {—1,0}. Pokud nastane,
tak rovnice ma dva kofeny. Tuto nejednozna&nost odstratfime tak, Ze pro k = 0
uvazujme pouze poo = Wo(—|z|), kdeZto pro k = —1 pouze p_1,, = W_1(—|z]).

L. Nechvatal Jeden (n i) pohled na Lambertovu W funkci



Lze v dnotu Lambertovy W funkce v &ist& redlné aritmetice?
Numerické hledisko W/ (2) jako FeSeni (redIné) transcendentni rovnice

Necht px - je (jednozna&éné uréeny) koren rovnice (¥). Pak plati

pr.z = Re(Wi(2)).

@ Zname-li Re(Wi(z)), pak Im(Wi(z)) jiz Ize vyjad¥it explicitng jako

\/‘2‘2 B ReQ(Wk(Z)) exp(2Re(Wk(Z)))
Im(Wi(z)) = exp(Re(Wi(2)))

o Pro lokalizaci kofene by mohly byt uZitené nésledujici (zndmé) odhady: Jestlize
EER, £ >e pak

in(&) — Intn(g) + MUMED < ) < inge) — Inin(e)) + - - &),

2In(¢) e
Jestlize £ € R, 1 < x < e, pak
In(£) .
T ing@ (M) = In(In(©)) +1) < Wo() < (In(€)) 710

L. Nechvétal Jeden (ne tplné& tradi¢ni) pohled na Lambertovu W funkci



Lambertovy W funkce v &ist& redlné aritmetice?

Numerické hledisko W) (z) jako FeSen( (redIné) transcendentni rovnice

Jestlize § € R, —1/e < ¢ <0, pak

VErI-1swhe 2 YRS <),

Jestlize £ € R, —1/e < € <0, pak
eln(—
8 < W (g) < In(—8) — In(—In(£)).
@ k > 0: Jestlize 0 < Arg(z) < 7, pak pro ko¥eny pir . rovnice (¥) plati:

P,z < In|z| —In((2k — 1)7),

P—k,z < In|z| = In((2k — 2)7), (odhad se stavd nekone&nym pro k = 1).
Je-li —m < Arg(z) < 0, pak Ize vyuZit vlastnost W, (z) = W_x(z), platnou pro kazdé
k=0,1,... aze C\{0}, Arg(z) # 7. Odhady jsou pomé&rn& hrubé (zejména pro
velkd z a k), patrn& nékdy mohou byt napravo od hodnoty Ws(|z|). Nemame odhad
p+k - zdola. Lokalizace ko¥ene by 3la provést ,,posunem doleva® od horniho odhadu
s testem znaménkové zmény. Jak toto efektivné udélat??

L. Nechvétal Jeden (ne dplné& tradi¢ni) pohled na Lambertovu W funkci



I u Lambertovy W funkce v &ist& redlné aritmetice?

Numerické hledisko W) (z) jako FeSen( (redIné) transcendentni rovnice

o Pro —1/e < ¢ < e plati

Wo(£) — 1Re/0"|n(e><p(exp(it)) —Eexp(exp(—it))>dt.

T exp(exp(it)) — & exp(exp(it))

@ Pro |z| < 1/e plati

Wo(z) = % In(l + zSint(t) exp(tcotg(t)))dt.

@ Pro |z| < 1/e plati

Wo(2) = 1+x

x/2
5x/6
14 17x/30

1+

1+
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Numerické hledisko W) (z) jako FeSen( (redIné) transcendentni rovnice
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Standardni
Lze vyislit u Lambertovy W funkce v &ist& redlné aritmetice?

Numerické hledisko W) (z) jako FeSen( (redIné) transcendentni rovnice
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(2023), 1545-1565.
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