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Numerické hledisko
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Lambertova W funkce je definována jako inverzńı relace k funkci

z = f (w) = w exp(w), w ∈ C

(f neńı prostá na C). Přesněji, existuje spočetně mnoho větv́ı Wk , k ∈ Z, p̌ričemž
plat́ı: jestliže z; w jsou daná komplexńı č́ısla, pak

z = w exp(w) ⇐⇒ w = Wk(z) pro nějaké k ∈ Z:

Větev W0 se nazývá hlavńı větev.

Větve jsou zavedeny tak, abychom měli konzistentnost s komplexńım logaritmem

logk(z) = ln(|z |) + i Arg(z)| {z }
Log(z)

+ i 2kı; z ̸= 0; −ı < Arg(z) ≤ ı

(periodičnost podél imaginárńı osy je důsledkem exp(w) = exp(w+i 2kı)). Záporná
reálná poloosa R− p̌redstavuje

”
branch cut“ a plat́ı

logk(R
−) = {w ∈ C : w = x + i(1 + 2k)ı; x ∈ R}:

L. Nechvátal Jeden (ne úplně tradičńı) pohled na Lambertovu W funkci



Lambertova W funkce
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Jaké ǩrivky odděluj́ı obory hodnot větv́ı? Je-li w = x + iy a z = ‰+ i”, pak rovnice
f (w) = w exp(w) = z p̌rejde na tvar

(x + iy) exp(x + iy) = (x + iy) exp(x)(cos(y) + i sin(y)) = ‰ + i”

a porovnáńım reálných (resp. imaginárńıch) část́ı máme

‰ = exp(x)(x cos(y)− y sin(y));

” = exp(x)(x sin(y) + y cos(y)):
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Vezměme
”
branch cut“ stejně jako u funkce log, tj. d́ıvejme se na obrazy záporné

reálné poloosy. Tedy když ” = 0, pak y = 0 nebo x = −y cotg(y). Pokud nav́ıc
x cos(y) − y sin(y) < 0, pak funkce f skutečně zobrazuje ǩrivky do záporné reálné
z-osy. Shrnuto, ǩrivka, která separuje W0 od W±1 je

{−y cotg(y) + i y : −ı < y < ı};

W1 od W−1 pak část reálné osy ‰ ≤ −1, zbývaj́ıćı větve

{−y cotg(y) + i y : 2kı < ±y < (2k + 1)ı}; k = 1; 2; : : :

Žádnou větev nelze vyjáďrit pomoćı elementárńıch funkćı v uzav̌reném tvaru, ale
jsou známy r̊uzné nekonečné rozvoje.

Věťsina podstatných vlastnost́ı v [Corless et al., 1996], viz také [Mező, 2022].
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[Lambert, 1758]

xm + px = q; m ∈ N:

(Reálné) řešeńı ve tvaru řady:

x =
q

p
− qm

pm+1
+m

q2m−1

p2m+1
−m

3m − 1

2

q3m−2

p3m+1
+ · · ·:

Lambert se k úloze vrátil v roce 1770 a odvodil také mocniny řešeńı ve tvaru řady.
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[Euler, 1779] Vyšel z rovnice x = xm + q a transformoval ji (x 7→ x−˛, m = ¸=˛,
q = (¸− ˛)v) na

x¸ − x˛ = (¸− ˛)vx¸+˛

Řešeńı a jeho mocniny ve tvaru řady:

xn = 1 + nv +
1

2
n(n + ¸+ ˛)v 2 +

1

6
n(n + ¸+ 2˛)(n + 2¸+ ˛)v 3

+
1

24
n(n + ¸+ 3˛)(n + 2¸+ 2˛)(n + 3¸+ ˛)v 4 + · · ·

Poté se zabýval otázkou, co se stane p̌ri ¸ = ˛, p̌resněji

x¸ − x˛

¸− ˛
= vx¸+˛

˛→¸−→ x¸ ln(x) = vx2¸ ⇒ ln(x) = vx¸ ⇒ ln(x¸) = ¸vx¸

Substituce y = x¸ a u = ¸v dávaj́ı

ln(y) = uy ⇒ y = exp(uy) ⇒ y exp(−uy) = 1 ⇒ w exp(w) = z |w=−uy; z=−u
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Nová vlastnost Lambertovy W funkce

Numerické hledisko
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Dva názory, proč ne Eulerova, ale Lambertova funkce: 1) Euler si Lambertových
výsledk̊u vážil. 2) neńı nikterak užitečné ḿıt daľśı funkci pojmenovanou po Eulerovi.

Proč W? 1) Jeden z pionýrských článku o transcendentńı rovnici w exp(w) = z
skutečně znač́ı proměnnou w [Fritsch, Schafer & Crowley, 1973], implementace
v Maple (G.H. Gonnet), velká ṕısmena funkćı (W ); 2) symbol je vhodný i jako
pocta E.M. Wrightovi (odvodil nejednu vlastnost Lambertovy funkce).
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Pomoćı W lze snadno řešit rovnice typu xex = a, xbx = a, xx
a

= b, ax = x + b aj.

Základńı (testovaćı) zpožděná ODR

x ′(t) = –x(t − fi); fi ≥ 0; – ∈ C \ {0}: (†)

Řešeńı hledáme ve tvaru x(t) = exp(st). Dosazeńım do rovnice máme

s exp(st) = – exp(s(t − fi)) = – exp(st) exp(−sfi) = : exp(st)

Charakteristická rovnice

s − – exp(−sfi) = 0 ⇔ s = – exp(−sfi) ⇔ fis exp(sfi) = fi–

Posledńı rovnice má nekonečně mnoho řešeńı

sk =
1

fi
Wk(–fi); k ∈ Z; ⇒ x(t) =

∞X
k=−∞

ck exp(skt):

Otázka stability: Rovnice je AS ⇔ Re(sk) < 0 pro každé k ∈ Z.
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[Shinozaki & Mori, 2006] Re(Wk(z)) ≤ Re(W0(z)) pro každé k ∈ Z a každé z ∈
C \ {0} (také [Nishiguchi, 2016]). Z hlediska stability tedy stač́ı lokalizovat s0.

Symetrie:

Wk(z) = W−k(z); ∀k ∈ N0; ∀z ∈ C mimo
”
branch cut“;

Wk(z) = W−(k+1)(z); ∀k ∈ N0; ∀z ∈ R; z < −1=e :
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Numerické hledisko

Definice
Historická poznámka
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Rovnice (†) je AS ⇐⇒

|–| < |Arg(–)| − ı=2

fi
:

Re

Im

− ı

2fi

Standardně se dokazuje metodou D-dekompo-
zice (boundary locus). Myšlenkou je dosadit

s = i!; ! ∈ R+
0

do charakteristické rovnice s−– exp(−sfi) = 0,
t́ım odhaĺıme hranici oblasti stability v –-rovině.

Druhou možnost́ı je metoda Laplaceovy trans-
formace (věta o konečné hodnotě).

Jako alternativa se nab́ıźı Lambertova W
funkce, je však poťreba

”
rozkĺıčovat“ podḿınku

s0 =
1

fi
W0(–fi) < 0:
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Tvrzeńı ([ČKN, 2023])

Necht’ p; q ∈ R, p > −1, 0 < q < ı a z ∈ C \ {0}. Pak
Re(W0(z)) < p ⇐⇒ bud’ |z | < p exp(p), nebo

|z | ≥ |p| exp(p) a arccos

„
p exp(p)

|z |

«
+

p
|z |2 − p2 exp(2p)

exp(p)
< |Arg(z)|;

|Im(W0(z))| > q ⇐⇒

|Arg(z)| > q a
q

sin(|Arg(z)| − q)
exp
`
q cotg(|Arg(z)| − q)

´
< |z |:

Kĺıčový krok důkazu: Pokud xk := Re(Wk(z)), yk := Im(Wk(z)), z ∈ C \ {0}, pak
(xk ; yk) řeš́ı soustavu

x exp(x) = |z | cos(Arg(z)− y);

y exp(x) = |z | sin(Arg(z)− y) :

Alternativńı podḿınka k
”
arccos“ v 1. větvi odvozena ďŕıve v [Nishiguchi, 2016].
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Již v́ıme, že s0 = W0(–fi)=fi a (†) je AS, právě když Re(s0) < 0. Stač́ı tedy položit
z = fi– a p = 0 v podḿınce

arccos

„
p exp(p)

|z |

«
+

p
|z |2 − p2 exp(2p)

exp(p)
< |Arg(z)|;

č́ımž ihned dostaneme

ı

2
+ fi |–| < |Arg(fi–)| = |Arg(–)|; tj. |–| < |Arg(–)| − ı=2

fi
:
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Asymptotický výsledek

Otázka stability/asymptotiky rovnice

(CD
¸x)(t) = –x(t − fi); t ∈ R+, ¸ > 0, fi ≥ 0, – ∈ C \ {0} (␆)

(poprvé studována v [Chen & Moore, 2002]),

(CD
¸g)(t) := (Im−¸g (m))(t) ds, m ∈ N : m − 1 < ¸ ≤ m,

je Caputova zlomková derivace funkce g (̌rádu ¸ > 0) [Diethelm, 2010], I˛ je
zlomkový integrálńı operátor řádu ˛ > 0 definovaný

(I˛h)(t) :=
1

Γ(˛)

Z t

0

(t − s)˛−1h(s) ds:

Pro n ∈ N a funkci h integrovatelnou na ⟨0; T ⟩ plat́ı

(Inh)(t) = (I1I1 : : : I1| {z }
n×

h)(t); ∀t ∈ ⟨0; T ⟩:
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Nezpožděný p̌ŕıpad: (␆) je pro fi = 0 AS ⇐⇒ |Arg(–)| > ¸ı

2
.

Im

Re

¸ı

2

−¸ı

2

Laplace̊uv obraz rovnice

s¸L {x}(s)−
mX
j=1

s¸−jx (j−1)(0) = –L {x}(s);

L {x}(s) =
mX
j=1

x (j−1)(0)
s¸−j

s¸ − –
:

(Dvouparametrická) Mittag-Lefflerova funkce

E—;‌(z) =
∞X
j=0

zk

Γ(—j + ‌)
; —; ‌ > 0

L {t‌−1E—;‌(–t
—)}(s) = s—−‌

s— − –
:

Obecné řešeńı rovnice (␆)

x(t) = c1E¸;1(–t
¸) + c2tE¸;2(–t

¸) + · · ·+ cmt
m−1E¸;m(–t

¸); cj ∈ C:
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[Podlubný, 1998] Necht’ 0 < — < 2, ‌ ∈ R a —ı=2 < r < min{ı; —ı}. Pak pro
jakékoliv n ∈ N plat́ı

E—;‌(z) = −
nX
k=1

z−k

Γ(‌ − —k)
+O(|z |−1−n) pro |z | → ∞; r ≤ |Arg(z)| ≤ ı;

pro |Arg(z)| ≤ r je napravo nav́ıc člen z (1−˛)=˛ exp(z1=¸)=¸.

Důsledek: V oblasti stability (tj. pro |Arg(–)| > ¸ı=2) plat́ı pro každé řešeńı x
rovnice (␆) (p̌ri fi = 0)

x(t) = O(t−¸) pro t → ∞ a 0 < ¸ < 1;

x(t) = O(t1−¸) pro t → ∞ a 1 < ¸ < 2:

Mimo uzávěr této oblasti je rovnice nestabilńı a rychlost r̊ustu řešeńı je exponenciálńı;
na hranici jsou pak řešeńı ohraničená (rovnice je S, ale nikoliv AS).
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Oblast stability lze také źıskat z charakteristické rovnice s¸ − – = 0 vzhledem k levé
komplexńı polorovině (Re(s) < 0):

s¸ = – ⇔ |s|¸ exp(i¸Arg(s)) = |–| exp(i Arg(–)) ⇒ Arg(s) =
1

¸
Arg(–):

V tomto směru se nab́ıźı věta o konečné hodnotě Laplaceovy transformace, ale
pozor!

Věta o konečné hodnotě

Necht’ L {f } nemá žádné singulárńı body v uzav̌rené pravé komplexńı polorovině
s p̌ŕıpadnou výjimkou jednoduchého pólu v počátku. Pak existuje limt→∞ f (t) a plat́ı

lim
t→∞

f (t) = lim
s→0+

sL {f }(s):

Laplace̊uv obraz rovnice (␆) nesplňuje p̌redpoklady věty, je tedy poťreba dodatečný
argument (

”
iracionálńı“ verze věty, vlastnost Wienerova–Tauberova typu aj.).
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”
Úplný“ p̌ŕıpad (zlomkový i zpožděný): Charakteristická rovnice má nyńı tvar

s¸ − – exp(−fis) = 0

a opět se zaj́ımáme, jakou podḿınku muśı splňovat –, aby všechny charakteristické
kǒreny sk ležely v otev̌rené levé komplexńı polorovině. Úpravou rovnice máme

s¸ exp(fis) = –
!!−→ s exp

“ fi
¸
s
”
= –1=¸ −→ fi

¸
s exp

“ fi
¸
s
”
=
fi

¸
–1=¸:

Pozor, v p̌ŕıpadě komplexńı mocninné funkce obecně neplat́ı

(za)b = zab:

Výše uvedená úprava je korektńı, pokud |Arg(–)| ≤ ¸ı. Tato nerovnost je splněna
triviálně, když ¸ > 1.
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Pro ¸ > 1 tedy můžeme kǒreny sk charakteristické rovnice psát ve tvaru

sk =
¸

fi
Wk

“ fi
¸
–1=¸

”
; k ∈ Z:

Pro p = 0 a z = fi–1=¸=¸ v arccos
`p exp(p)

|z |
´
+

p
|z |2 − p2 exp(2p)

exp(p)
< |Arg(z)|

ihned máme

ı

2
+
fi

¸
|–|1=¸ <

˛̨̨
Arg

“ fi
¸
–1=¸

”˛̨̨
=

1

¸
|Arg(–)|; i.e., |–| <

„
|Arg(–)| − ¸ı=2

fi

«̧
:

Re

Im¸ı

2

−¸ı
2

−
„
ı − ¸ı=2

fi

«̧

Ω¸;fi0 Množina všech – ∈ C splňuj́ıćı posledńı
nerovnost je označena Ω¸;fi0 .

Rovnice (␆) is AS ⇐⇒ – ∈ Ω¸;fi0 .
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Obrázek odpov́ıdá ¸ = 1:2 a fi = 1.
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Modré ǩrivky reprezentuj́ı ḿısta všech – ∈ C takových, že kǒren s0 rovnice
s¸ − – exp(−fis) = 0 má stále stejnou reálnou část, oranžové ǩrivky pak ḿısta všech
– ∈ C, které dávaj́ı s0 se stejnou imaginárńı část́ı (v absolutńı hodnotě).
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Věta [ČKN, 2023]

Necht’ ¸ > 1, fi > 0 a – ∈ C.
Jestliže – ∈ Ω¸;fi0 , pak každé řešeńı x rovnice (␆) splňuje

x(t) = O(t1−¸) pro t → ∞ (a rychlost poklesu nelze zlepšit):

Jestliže – =∈ Ω¸;fi0 , pak každé řešeńı x rovnice (␆) splňuje

x(t) = exp(u0t)(c exp(i v0t) + o(1)) pro t → ∞;

kde c je nějaká komplexńı konstanta, u0 ≥ 0 je (jednoznačné) řešeńı rovnice

¸ arccos

„
u exp(fiu=¸)

|–|1=¸

«
+
fi
p

|–|2=¸ − u2 exp(2fiu=¸)

exp(fiu=¸)
= |Arg(–)|;

v0 > 0 je (jednoznačné) řešeńı rovnice

v¸

sin¸
`
(|Arg(–)| − fiv)=¸

´ exp`fiv cot`(|Arg(–)| − fiv)=¸
´´

= |–|;

pokud |Arg(–)| > 0, a v0 = 0, pokud Arg(–) = 0.

L. Nechvátal Jeden (ne úplně tradičńı) pohled na Lambertovu W funkci



Lambertova W funkce
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Aplikace na zlomkovou verzi úlohy
Asymptotický výsledek

Řešeńı lze napsat pomoćı
”
zpožděné“ Mittag-Lefflerovy funkce

G–;fi¸;˛(t) =

⌈t=fi⌉−1X
j=0

–j(t − jfi)¸j+˛−1

Γ(¸j + ˛)
; ¸; ˛ > 0:

[ČK, 2019] Jestliže ffi : ⟨−fi; 0⟩ → C je spojitá počátečńı funkce, ffi0 = ffi(0) and ffij ,
j = 1; : : : ; ⌈¸⌉ − 1, jsou (komplexńı) konstanty (ty uvažujeme pokud ¸ > 1), pak

x(t) =

⌈¸⌉−1X
j=0

ffijG
–;fi
¸;j+1(t) + –

Z 0

−fi
G–;fi¸;¸(t − fi − ‰)ffi(‰) d‰

je řešeńı (␆) splňuj́ıćı x(t) = ffi(t) pro každé t ∈ ⟨−fi; 0⟩, a

lim
t→0+

x (j)(t) = ffij ; j = 1; : : : ; ⌈¸⌉ − 1:

Metoda Laplaceovy transformace umožňuje źıskat asymptotiku funkćı G–;fi¸;˛, což
implikuje

x(t) =
X
s∈S

cs exp(st) +O(t j−¸) pro t → ∞;

kde S je množina kǒrenů charakteristické rovnice s nezápornou reálnou část́ı.
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Podḿınky pro odhad reálné a imaginárńı části W0
Aplikace na zlomkovou verzi úlohy
Asymptotický výsledek

x(t) = O(exp(u0t)) pro t → ∞ a každé řešeńı x rovnice (␆) (konstanta u0 je
nezlepšitelná).

Oscilace reálné a imaginárńı části řešeńı x se bĺıž́ı k oscilaćım cos(v0t) a sin(v0t)
(vzdálenost dvou po sobě jdoućıch kǒrenů řešeńı x konverguje k ı=v0).

Př́ıklad. Uvažujme (␆) pro ¸ = 1:2, fi = 1 a – = −3 + 0:1i s počátečńı podḿınkou
ffi(t) = 1 pro t ∈ ⟨−fi; 0⟩, limt→0+ x

′(t) = 0. V tomto p̌ŕıpadě je u0 ≈ 0:4917,
v0 ≈ 1:5844:

0 50 100 150 200 250
−1:5

−1

−0:5

0

0:5

1

1:5

Re(x(t))

exp(u0t)

t

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
1:955

1:96

1:965

1:97

1:975

1:98

1:985

1:99

1:995

2

distance between the subsequent roots

limit distance ı=v0

n

d
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Standardńı postupy
Lze vyč́ıslit hodnotu Lambertovy W funkce v čistě reálné aritmetice?
Wk (z) jako řešeńı (reálné) transcendentńı rovnice

Pro dané z ∈ C \ {0} a k ∈ Z chceme numericky vyč́ıslit hodnotu wk = Wk(z).
Č́ıslo podḿıněnosti (poměr relativńıch chyb výstupu a vstupu):

C ≈
˛̨̨̨
zW ′(z)

W (z)

˛̨̨̨
=

1

|1 +W (z)| ; W ′(z) =
W (z)

(1 +W (z))z
; z =∈

ȷ
0;−1

e

ff
:

Ihned vid́ıme, že výpočet wk je špatně podḿıněnou úlohou pro k = 0;±1 v okoĺı
z = −1= e (

”
branch point“), kde Wk(z) ≈ −1. Neńı problém v okoĺı z = 0, to je

ale jenom proto, že sledujeme relativńı chybu.

Lagrangeova věta o inverzi (Lagrange̊uv–Bürmannův vzorec): Je-li z = f (w) funkce
analytická v bodě w0 a f ′(w0) ̸= 0, pak existuje okoĺı bodu w0, na kterém má f
inverzi f −1. Tato inverze je analytická v bodě z0 = f (w0) a plat́ı

f −1(z) = w0 +
∞X
n=1

an
n!

(z − z0)
n; kde an = lim

w→w0

dn−1

dwn−1

»„
w − w0

f (w)− f (w0)

«n –
D́ıky tomuto tvrzeńı lze snadno odvodit, že v okoĺı počátku plat́ı

W0(z) =
∞X
n=1

(−n)n−1

n!
zn = z − z2 +

3

2
z3 − 8

3
z4 +

125

24
z5 − : : :; r =

1

e
:
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Lze vyč́ıslit hodnotu Lambertovy W funkce v čistě reálné aritmetice?
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Nap̌r.

0:091277
:
= W0(0:1) ≈ 0:1− 0:12 +

3

2
0:13 − 8

3
0:14

:
= 0:091233

Padého aproximanty W0 v okoĺı počátku

[1=0]W0(z) = z; [1=1]W0(z) =
z

1 + z
;

[2=1]W0(z) =
z + 1

2
z2

1 + 3
2
z
; [2=2]W0(z) =

z + 4
3
z2

1 + 7
3
z + 5

6
x2

0:091277
:
= W0(0:1) ≈ [2; 2]W0(0:1)

:
= 0:091275.

V okoĺı bodu z = −1=e je situace složitěǰśı, využ́ıvá se řady

W0(z) =
∞X
j=0

—js
j = −1 + s − 1

3
s2 +

11

72
s3 + : : : |

s=
√

2(ez+1)
; r =

√
2;

—j =
j − 1

j + 1

„
—j−2

2
+
‌j−2

4

«
− ‌j

2
− —j−1

j + 1
; ‌j =

j−1X
‘=2

—‘—j+1−‘; ‌0 = 2; ‌1 = −1:
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Wk (z) jako řešeńı (reálné) transcendentńı rovnice

Pro W−1 a Im(z) ≥ 0 (resp. W1 a Im(z) < 0) bereme s = −
p

2(ez + 1).

Jak se źıská? Ṕı̌seme-liW (z) = −1+p(z), pak pro z bĺızké−1=e je p(z)
”
malé“. Do-

sazeńım do W (z) exp(W (z)) = z dostaneme ez = (−1+p(z)) exp(p(z)), a protože
p(z) je malé, exp(p(z)) ≈ 1 + p(z). Náhradou v posledńı rovnosti tedy máme

ez = p2(z)− 1 =
s2(z)

2
− 1|p(z)=s(z)=√2 ⇒ s(z) = ±

p
2(ez + 1):

Odvozeńı rekurentńıch vztahů je založeno na rovnosti

2s(z)W (z) =

„
s2(z)

2
− 1

«
d

ds
(1 +W (z))2:

Nap̌r.

−0:716639
:
= W0(−0:35) ≈ −1 + 0:3118− 1

3
0:31182 +

11

72
0:31183

:
= −0:715975:
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Numerické hledisko

Standardńı postupy
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Wk (z) jako řešeńı (reálné) transcendentńı rovnice

Pro dané z ∈ C\{0} hledáme (numericky) řešeńı rovnice gz(w) = w exp(w)−z = 0.

Halleyova metoda (konvergence je pro
”
dobré funkce“ v bĺızkosti kǒrene kubická):

wj+1 = wj −
g(wj)

g ′(wj)

„
1− g(wj)

g ′(wj)
· g

′′(wj)

2g ′(wj)

«−1

Pro gz má tvar

wj+1 = wj −
wj exp(wj)− z

exp(wj)(wj + 1)− (wj + 2)(wj exp(wj)− z)

2wj + 2

:

Wk(z) = logk(z)− Log(logk(z)) +
∞X
m=1

∞X
n=0

(−1)n

m!

»
n +m
n + 1

–`
Log(logk(z))

´m
logn+mk (z)

;

kde [:] je Stirlingovo č́ıslo prvńıho druhu bez znaménka (v absolutńı hodnotě), nap̌r.

(x)4 := x(x − 1)(x − 2)(x − 3) = 1|{z}
[44]

x4 − 6|{z}
[43]

x3 + 11|{z}
[42]

x2 − 6|{z}
[41]

x
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fz(p) = arccos

„
p exp(p)

|z |

«
+

p
|z |2 − p2 exp(2p)

exp(p)
;

kde p je reálná proměnná, z ∈ C \ {0} je parametr.

Jestliže |z | ≥ 1=e, pak D(fz) = (−∞;W0(|z |)⟩.
Jestliže 0 < |z | < 1=e, pak

D(fz) = (−∞;W−1(−|z |)⟩ ∪ ⟨W0(−|z |);W0(|z |)⟩:

Pro jakékoliv z ∈ C \ {0} je obrazem definičńıho oboru funkce fz interval ⟨0;∞),
p̌ričemž

lim
p→−∞

fz(p) = ∞ a fz(W0(|z |)) = 0:

Je-li |z | ≥ 1=e, pak fz je spojitá a klesaj́ıćı funkce na celém D(fz), je-li |z | < 1= e,
pak fz je spojitá a klesaj́ıćı na obou intervalech definičńıho oboru a fz(W−1(−|z |)) =
fz(W0(−|z |)) = ı. Nav́ıc, fz má v bodě W0(|z |) nevlastńı levostrannou derivaci −∞
(v p̌ŕıpadě |z | < 1=e také v bodech W−1(−|z |)) a W0(−|z |)).
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−2 −1:5 −1 −0:5 0 0:5 1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

W0(|z |)

|z| = 1

−3 −2:5 −2 −1:5 −1 −0:5 0 0:5 1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

W0(|z |)W0(−|z |)W−1(−|z |)

ı

|z| = 0:3

Uvažujeme-li nyńı rovnici

fz(p) = |Arg(z) + 2kı|; k ∈ Z; (␃)

pak výše uvedené vlastnosti implikuj́ı, že (␃) má (pro libovolné z ∈ C \ {0}) jediný
kǒren pk;z až na p̌ŕıpad, kdy |z | < 1=e, Arg(z) = ı a k ∈ {−1; 0}. Pokud nastane,
tak rovnice má dva kǒreny. Tuto nejednoznačnost odstraňme tak, že pro k = 0
uvažujme pouze p0;0 = W0(−|z |), kdežto pro k = −1 pouze p−1;z = W−1(−|z |).
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Wk (z) jako řešeńı (reálné) transcendentńı rovnice

Věta

Necht’ pk;z je (jednoznačně určený) kǒren rovnice (␃). Pak plat́ı

pk;z = Re(Wk(z)):

Známe-li Re(Wk(z)), pak Im(Wk(z)) již lze vyjáďrit explicitně jako

Im(Wk(z)) =

q
|z |2 − Re2(Wk(z)) exp

`
2Re(Wk(z))

´
exp
`
Re(Wk(z))

´ :

Pro lokalizaci kǒrene by mohly být užitečné následuj́ıćı (známé) odhady: Jestliže
‰ ∈ R, ‰ ≥ e, pak

ln(‰)− ln ln(‰) +
ln(ln(‰))

2 ln(‰)
≤ W0(‰) ≤ ln(‰)− ln(ln(‰)) +

e

e−1
· ln(ln(‰))

ln(‰)
:

Jestliže ‰ ∈ R, 1 < x < e, pak

ln(‰)

1 + ln(‰)

`
ln(‰)− ln(ln(‰)) + 1

´
≤ W0(‰) ≤ (ln(‰))

ln(‰)
1+ln(‰) :
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Numerické hledisko

Standardńı postupy
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Jestliže ‰ ∈ R, −1= e ≤ ‰ ≤ 0, pak

p
‰e+1− 1 ≤ W0(‰) a

1−
p

1− ‰2e2

‰e
≤ W0(‰):

Jestliže ‰ ∈ R, −1=e ≤ ‰ < 0, pak

e ln(−‰)
e−1

≤ W−1(‰) ≤ ln(−‰)− ln(− ln(−‰)):

k > 0: Jestliže 0 ≤ Arg(z) ≤ ı, pak pro kǒreny p±k;z rovnice (␃) plat́ı:

pk;z < ln |z | − ln((2k − 1)ı);

p−k;z < ln |z | − ln((2k − 2)ı); (odhad se stává nekonečným pro k = 1):

Je-li −ı < Arg(z) < 0, pak lze využ́ıt vlastnostWk(z) = W−k(z), platnou pro každé
k = 0; 1; : : : a z ∈ C \ {0}, Arg(z) ̸= ı. Odhady jsou poměrně hrubé (zejména pro
velká z a k), patrně někdy mohou být napravo od hodnoty W0(|z |). Nemáme odhad
p±k;z zdola. Lokalizace kǒrene by šla provést

”
posunem doleva“ od horńıho odhadu

s testem znaménkové změny. Jak toto efektivně udělat??
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Pro −1=e ≤ ‰ ≤ e plat́ı

W0(‰) =
1

ı
Re

Z ı

0

ln

„
exp(exp(it))− ‰ exp(exp(− it))

exp(exp(it))− ‰ exp(exp(it))

«
dt:

Pro |z | < 1=e plat́ı

W0(z) =
1

ı
ln

„
1 + z

sin(t)

t
exp(t cotg(t))

«
dt:

Pro |z | < 1=e plat́ı

W0(z) =
x

1 +
1 + x

1 +
x=2

1 +
5x=6

1 +
17x=30

1 +
. . .

:
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L. Nechvátal Jeden (ne úplně tradičńı) pohled na Lambertovu W funkci



Lambertova W funkce
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Lze vyč́ıslit hodnotu Lambertovy W funkce v čistě reálné aritmetice?
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